INTEGRACION ESTOCASTICA

Preliminares

Algebras y o-dlgebras

Definicién 1. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Diremos que:
i. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.

1. G es cerrada bajo diferencias propias si B— A € G para cualquier pareja A, B € G tal que
ACB.

iti. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\ J;_, Aj € G (resp. (\;_, A; € G)
para cualquier coleccion finita Ay, As, ..., A, de elementos de G.

iv. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) infinitas numerables si U;’;l A; € G (resp.
ﬂ;’;l A; € G) para cualquier coleccion infinita numerable Ay, Ay, As, ... de elementos de G.

v. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si\J;2, A; € G (resp. (12, A; €
G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (Ay), oy, de elementos de G.

Definicién 2 (algebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia A de subconjuntos de
F es un dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

. Fe A
ii. A es cerrada bajo complementos.

1. A es cerrada bajo uniones finitas.

Definicién 3 (o-algebra). Sea F un conjunto. Se dice que una familia S de subconjuntos
de ' es una o-dlgebra si se satisfacen las siguientes condiciones:

i. FeS.
1. ¥ es cerrada bajo complementos.

1. S es cerrada bajo uniones infinitas numerables.
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Definicién 4. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Llamaremos dlgebra
generada por G a la mds pequena familia de subconjuntos de F que forme un dlgebra y que
contenga a todos los elementos de G.

Definicién 5 (Interseccién de o-dlgebras). Dado un conjunto F y una familia arbitraria
de o-dlgebras de subconjuntos de F, se define la interseccion de esas o-dlgebras como la
familia de conjuntos que pertenecen a todas ellas.

Definicién 6 (o dlgebra generada por una familia de conjuntos). Dada una colec-
cion A de subconjuntos de un conjunto F, se define la o-dlgebra generada por A como la
interseccion de todas las o-dlgebras que contienen a todos los conjuntos de A. Denotaremos
por o (A) a esta o-dlgebra.

o-algebra de Borel en R

Cuando hablemos de intervalos de mimeros reales, vamos a incluir tanto a los finitos como
a los infinitos. Explicitamente, el conjunto de los intervalos de nimeros reales estd formado
por todos los de los tipos siguientes:

a) Los intervalos con extremos a y b, de cualquier tipo, donde a,b € Ry a < b.

b) Los intervalos de la forma [a, a], (—00, a), (—o0, a, (a,00) y [a, 00), donde a es un mimero
real cualquiera.

c) El intervalo (—o0, 00).
De acuerdo con lo anterior, no consideraremos como intervalo al conjunto vacio.

Cuando los dos extremos de un intervalo sean nimeros reales, diremos que el intervalo es
finito; en caso contrario, diremos que es infinito.

Definicién 7 (o-dlgebra de Borel en R). La o-dlgebra de Borel en R, la cual serd de-
notada por B (R), es la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de todos los

intervalos de nimeros reales. A los elementos de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de
R.

RESULTADOS

La o-édlgebra de los conjuntos borelianos de R estd generada por cualquiera de las siguientes
familias de conjuntos.

a) Los intervalos de la forma (—oo, z], donde x € R.

b) Los intervalos de la forma (—oo, z), donde = € R.



c) Los intervalos de la forma (a, b], donde a,b € R.
d) Los intervalos de la forma [a, b), donde a,b € R.
e) Los intervalos de la forma (a,b), donde a,b € R.

f) Los intervalos de la forma [a, b], donde a,b € R.

o-algebra de Borel en R

Vamos a trabajar con el conjunto de niimeros reales extendidos, el cual consiste del conjunto
de niimeros reales y dos elementos especiales, —oo y oo, con los cuales operaremos bajo las
siguientes convenciones:

Si ¢ € R, entonces:
—0 < ¢ < 00,
c— 00 = —00,

Cc+ 00 = 00,

¢(00) = —oosic <0,
(0) (00) = (0) (=00) = 0,
L

(00) (00) = 00 + 00 = o0,
00 — 00 e % no estan definidos.

R denotard al conjunto R U {—o0, co}.

El conjunto de nimeros reales R también serd denotado por (—oo,00). El conjunto de

nimeros reales no negativos serd denotado por [0,00), o por RT, y R" denotars al con-
junto R* U {oo}.

Definicién 8 (o-algebra de Borel en R). La o-dlgebra de Borel en R, la cual serd deno-

tada por B (R), es la o-dlgebra de subconjuntos de R generada por la familia de intervalos de

la forma (—oo, x|, donde x € R. A los elementos de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos
de R.



4

RESULTADOS

1. La o-dlgebra de Borel en R estd formada los borelianos de R y los conjuntos de la forma
BU{o}, BU{—0} y BU{—00,00}, donde B es un boreliano de R.

2. La o-élgebra B (R) de los conjuntos borelianos de R est4 generada por cualquiera de las
siguientes familias de conjuntos.

a) Los intervalos de la forma [—o0, |, donde z € R.
b) Los intervalos de la forma [—o0, 7], donde z € R.
c) Los intervalos de la forma [—oo, x), donde = € R.

d) Los intervalos de la forma [—o0, z), donde z € R.

o-algebra de Borel en R"

Definicién 9. Por una celda en R™ se entenderd un conjunto de la forma Iy X --- X I,
donde I,--- , I, son intervalos en R.

Denotaremos por R a la familia de celdas en R™.

Definicién 10 (o-dlgebra de Borel en R"). La o-dlgebra de Borel en R"™, la cual serd
denotada por B (R"), es la o-dlgebra de subconjuntos de R™ generada por R. A los elementos
de esa o-dlgebra los llamaremos borelianos de R™.

RESULTADOS

1. La o-dlgebra de Borel en R" estd generada por cualquiera de las siguientes familias de
conjuntos:

Dy: Las celdas de R™ de la forma:

(—00, 1] X (=00, x] X + -+ X (—00, xy,], donde (z1,xs,...,2,) € R™

D;: Las celdas de R™ de la forma:

(—00,x1) X (—00,x9) X +++ X (—00,x,), donde (x1, 23, ...,x,) € R™

Dy: Las celdas de R™ de la forma;

(a1, b1] X (ag,bs] X -+ x (an,by,], donde (ay,as,...,a,), (b1, ba,...,b,) € R™

Ds: Las celdas de R™ de la forma:



(a1,b1) X (ag,bg) X -+ X (an, by), donde (ay,az,...,a,), (b1, ba,...,b,) € R™
D,: Las celdas de R™ de la forma:
la1,b1) X [ag,by) X « -+ X [an, by), donde (ay,aq,...,a,), (b1, ba, ..., b,) € R™

Ds: Las celdas de R™ de la forma.:

la1, b1] X [ag, ba] X - -+ X [an, by,], donde (a1, as, ... a,), (b1, ba, ..., b,) € R™
De: Los subconjuntos de R" de la forma By X By X ... X B,,, donde By, ..., B,, son borelianos
de R.

D7: Los subconjuntos abiertos de R".

Teoremas de clases mondtonas

Definicién 11. Sea F un conjunto y G una familia de subconjuntos de F. Diremos que:
i. G es cerrada bajo complementos si A° € G para cualquier A € G.

1. G es cerrada bajo diferencias propias si B— A € G para cualquier pareja A, B € G tal que
ACB.

iti. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) finitas si\J;_, Aj € G (resp. (;_, A; € G)
para cualquier coleccion finita Ay, As, ..., A, de elementos de G.

. G es cerrada bajo uniones (resp. intersecciones) mondtonas si\J;—, A; € G (resp. (;2, A; €
G) para cualquier sucesion creciente (resp. decreciente) (Ay), oy, de elementos de G.

Definicién 12. Sea F un conjunto y M una familia de subconjuntos de F. Se dice que M es
una clase mondtona si es cerrada bajo uniones e intersecciones mondtonas.

Definicién 13. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de clases mondtonas de subcon-
juntos de F, se define la interseccion de esas clases mondtonas como la familia de conjuntos
que pertenecen a todas ellas.

Definicién 14. Dada una coleccion A de subconjuntos de un conjunto F, se define la clase
mondtona generada por A como la interseccion de todas las clases mondtonas que contienen
a todos los elementos de A y se le denota por M(A).

Teorema de clases mondétonas para dlgebras: Sea F un conjunto y A un algebra de
subconjuntos de F, entonces o(A) = M(A).
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Definicién 15. Sea F un conjunto y P una familia de subconjuntos de F. Se dice que P es
un m-sistema st es cerrada bajo intersecciones finitas.

Definicién 16. Sea F un conjunto y D una familia de subconjuntos de F. Se dice que D es
un d-sistema si F € D y es cerrada bajo diferencias propias y uniones mondtonas.

Definicién 17. Dado un conjunto F y una familia arbitraria de d-sistemas de subconjuntos
de IF, se define la interseccion de esos d-sistemas como la familia de conjuntos que pertenecen
a todas ellas.

Definicién 18. Dada una coleccion G de subconjuntos de un conjunto F, se define el d-
sistema generado por G como la interseccion de todos los d-sistemas que contienen a todos
los elementos de G y se le denota por d(G).

Teorema de clases monétonas para pi sistemas: Sea [ un conjunto y P un m-sistema
de subconjuntos de F, entonces d(P) = o(P).

Funciones finitamente aditivas y o-aditivas

Definicién 19 (Funcién finitamente aditiva sobre un &dlgebra). Sea F un conjunto
y A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : A — R es
finitamente aditiva si dada cualquier familia finita, Ay, ..., A,, de elementos de A tal que

AN A; =0 parai # j, entonces p(|J Ag) = > oy u(Ax).
k=1

Definicién 20 (Funcién o-aditiva sobre un dlgebra). Sea F un conjunto y A un dlgebra
de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa u : A — R es o-aditiva si es
finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, As, ..., de elementos de

A tal que AiNA; =0 parai+#jy |J Ax € A, entonces 1 (U Ak) => o w(Ak).
k=1 k=1

Definicién 21 (Funcién o-aditiva sobre una o-dlgebra). Sea F un conjunto y S una o-
dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una funcion no negativa p : S +— R es o-aditiva s
es finitamente aditiva y dada cualquier familia infinita numerable, Ay, A, ..., de elementos

de & tal que A; N A; =0, entonces 1 (U Ak> =0 u(Ay).
k=1
RESULTADOS

1. Sea F un conjunto, A un algebra de subconjuntos de F y 1 : A — R una funcién no
negativa finitamente aditiva, entonces:



a)Si A, Be Ay A C B, entonces u(A) < u(B).
b) Si Ay,..., A, € A, entonces pu (Up_, Ax) <> py 1(Ag).

2. Sea F un conjunto, A un &lgebra de subconjuntos de F y p : A — R una funcién no
negativa finitamente aditiva, entonces:

SiA,Be A, AC By u(A) < oo, entonces:
u(B = A) = pu(B) — p(A)
3. Para cualquier pareja A, B € A tal que 1 (A) < 00 0 u(B) < 00, se tiene:

#(AUB) = u(A)+ u(B) — (AN B)

La medida de Lebesgue en R

Definicién 22. Diremos que una coleccion finita o infinita numerable de intervalos abiertos
findtos 11, I, ... es una cubierta del conjunto A si A C |J,, In.

Definicién 23. Se define la medida exterior, m.(A), de un conjunto A, mediante la relacion:
me(A) = inf {23 [(I;) : I, I5, ... es cubierta de A}

Definicién 24. Se dice que un conjunto E es Lebesque medible si:
me(A) = me(ANE) +m. (AN E°)

para cualquier conjunto A. Ademsds, en ese caso, se define la medida de E, m(FE), como la
medida exterior de F.

RESULTADOS

1. La familia de conjuntos Lebesgue medibles forma una o-dlgebra de subconjuntos de R.

2. La funcién que asigna a cada conjunto Lebesgue medible £ su medida, m(FE), es una
funcién o-aditiva.

3. Todo conjunto de medida exterior cero es Lebesgue medible.
4. Todo conjunto boreliano es Lebesgue medible.

5. La og-dlgebra de los conjuntos Lebesgue medibles es la o-dlgebra generada por los intervalos
y los conjuntos de medida exterior cero.
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Denotaremos por £ (R) a la o-algebra formada por los conjuntos Lebesgue medibles en R y
por A a la medida m, a la cual llamaremos la medida de Lebesgue sobre £ (R).

Medidas sobre dlgebras y o—dlgebras

Definicién 25 (Medida). Sea F un conjunto y S una o-dlgebra de subconjuntos de F. Se
dice que una funcién no negativa i : S — R es una medida si p es o-aditiva y p (0) = 0.

Definicién 26 (Espacio de medida). Llamaremos espacio de medida a una terna (F, <, 1)
donde F es un conjunto, & una o-dlgebra de subconjuntos de F y 1 : S — R una medida.

Definicién 27. Diremos que un espacio de medida (F,S, 1) es completo si S contiene a

todos los subconjuntos de los conjuntos de medida 1 igual a cero.

Definicién 28. Sea (F, <, 1) un espacio de medida. Diremos que p es finita si pu (F) < oo.
Diremos que i es o-finita si existe una coleccion infinita numerable de conjuntos Ey € &

tales que F = ;2| Ex y pu(Ey) < 0o para cualquier k.

Definicién 29. Sea F un conjunto y A un dlgebra de subconjuntos de F. Se dice que una
funcion no negativa ju : A — R es o-subaditiva, o que satisface la propiedad de la subaditivi-
dad numerable, si dada cualquier coleccion infinita A1, Ao, ... de elementos de A tales que
U.—, A, € A, entonces:

Y (Uiil Ap) < fo:l 1(An)
RESULTADOS

1. Sea F un conjunto, A un algebra de subconjuntos de F y p : A — R una funcién no
negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a) i es o-subaditiva.
b)u es o-aditiva.

c) Para cualquier coleccién infinita A, As, ... de elementos de A tales que A1 C Ay C ...y
U~ A, € A, se tiene:

p(Unsy An) = limy, oo p(Ay)

2. Sea F un conjunto, A un élgebra de subconjuntos de F y p : A — R una funcién no
negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

a) i es o-subaditiva.



b) p es o-aditiva.

c¢) Para cualquier sucesién creciente (A,,)
tiene:

nens de elementos de A tales que )~ A, € A, se

1 (Unzy An) = 1y, oo pu(Ay)

d) Para cualquier sucesién decreciente (A,), .y, de elementos de A tales que (7, A, € A,
se tiene:

e) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene:

nens de elementos de A tales que ()7 A, = 0,

lim,, oo p(A,) =0

3. Sea F un conjunto, A un dlgebra de subconjuntos de F y 1 : A — R una quasi medida.
Entonces, para cualquier sucesién decreciente (A,),, .y, de elementos de A, tales que p(Ay) <
oo para alguna N € Ny (2, A, € A, se tiene:

(s An) = 1 oo 1(An)
4. Sea (F, ¥, 1) un espacio de medida. Entonces:
a) p es o-subaditiva.

b) Para cualquier sucesién creciente (A,,) de elementos de S, se tiene:

neN?
1% (Ufle An) = im0 N(An)

c) Para cualquier sucesién decreciente (A,)
para alguna N € N, se tiene:

nene de elementos de § tales que pu(Ay) < oo

2 (ﬂf;l An) = limy,. U(An)

5. Si un espacio de medida (FF, g, #) no es completo, se puede completar.

6. Dados un espacio de medida (I, &, i), un conjunto cualquiera E y una funcién f : F +— BE.
Definamos H = {B C E: f~!(B) € S}, entonces:

a) H es una o—algebra de subconjuntos de E.

b) La funcién p; : H — R definida por 11 (B) = p[f~! (B)] es una medida.
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Integracion con respecto a una medida

Funciones medibles

Definicién 30 (Espacio medible). Llamaremos espacio medible a una pareja (E,E) donde
E es un conjunto y £ una o-dlgebra de subconjuntos de .

En lo que sigue de esta seccién, (B, E) serd un espacio medible.

Definicién 31. Diremos que una funcién f : B R es medible si {y €B: f (y) <z} € &
para cualquier x € R.

Definicién 32 (Funcién medible). De manera general, si (F,F) es un espacio medible,
diremos que una funcion f : B — F es medible si f~'(B) € &€ para cualquier conjunto

B e F.

RESULTADOS

Las funciones medibles f : (E,&) — (R B (R)) tienen las siguientes propiedades:

1. Si (fn),en s una sucesién de funciones medibles, entonces:

a) Para cualquier n € N, las funciones min{fi,..., f,} y max{fi,..., f,} son medibles.
b) Las funciones inf {g, : n € N} y sup{g, : n € N} son medibles.

c¢) Las funciones lim inf,, ., f, y limsup,,_, ., f» son medibles.

d) Si lfmy, .« fu(z) existe para cualquier x € E (donde oo y —oo también se incluyen como
posibles limites), entonces la funcién f : E — R definida por f(z) = lim, .« f.(z) es medible.

2. Si f es una funcién medible, entonces f* = max {f,0} y f~ = max {—f,0} son medibles.
3. Si f y g son funciones medibles y ¢ € R. Entonces las funciones f+c, ¢f y fg son medibles.

4. Si fy g son funciones medibles y h : E — R es una funcién tal que h (z) = f (z) + g (2)
en todos los puntos x € E para los cuales f (z) + g (x) esté definida y h es constante en el
conjunto de puntos = € [ para los cuales f (x)+ ¢ (x) no esté definida, entonces h es medible.

5. Si (E, &, ) es un espacio de medida completo, f una funcién medible y ¢ : E — R una
funcion tal que g = f excepto a lo més en un conjunto de medida cero, entonces g es medible.

6. Si A : (R B (@)) — (R B (@)) es una funcién boreliana y f es una funcién medible,
entonces h o f es medible.
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7. Si f es una funcién medible que toma tinicamente valores en Ry A : R — R es una funcién
continua, entonces h o f es medible.

8. Si f es una funcién medible, entonces las funciones g = %I{%E: f@zoy v b =1f|", donde
a > 0, son medibles.

Funciones medibles simples

Definicién 33 (Funcién simple). Diremos que una funcién medible ¢ : E — R es simple
si tiene la forma @ = ZZ; bilg,, donde by,..., b, son niumeros reales y E,..., E,, son
elementos de .

Teorema 1. Sea f : E — R una funcién medible no negativa, entonces existe una sucesion no
decreciente de funciones medibles simples no negativas p,, : & — R tales que lim,, ., ¢, (y) =
f (y) para cualquier y € E.

Demostracién

Para cada n € N, definamos:

n2"  m_ .
© (y) _ Zm:l ZTII{ZEE%Sf(Z)<2%}(y) s1 f(y) <n

n si f(y) >n

Obsérvese que aunque, para cada y € [ tal que f(y) < n, ¢, (y) es una suma, Uinicamente
uno de los términos es distinto de cero.

También podriamos escribir la definicién de ¢,, de la siguiente manera:

0. (y) = ml sl < f(y) < myme{l,2,...,n2"}

n si f(y)

—

v

n

Siy € E es tal que f(y) = oo, entonces ¢, (y) = n para cualquier n € N, asi que:

limy, o0 @, (y) = 00 = f(y)

Sin € Nyy € Ees tal que f(y) < n, sea m el inico nimero natural tal que %+ < f(y) < 2.
Entonces, como ¢, (y) = -1, se tiene:

FW) = o= < 0n(y) < fy), ast que Umy, o0 ¢, (y) = f(y)-
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Ahora bien, como 2(27:—;11) < fly) < 2%%, se tiene que, o bien % < fly) < 222}—;1 o bien
2m—1 2

2T+1 < f(y) < gnTl'

En el primer caso, se tiene:

Cn1(V) = S = S = 0,(y)

En el segundo, se tiene:

Cry1(y) = 225 > 22 = o (y)

Ast que, en cualquier caso, ¢, (y) < ¢,.1(y).

Asi que, ¢, es una sucesién no decreciente de funciones simples no negativas tales que
lim,, . ¢, (v) = f(y) para cualquier y € E.

Si o = Y 1, bilg, es una funcién simple entonces el conjunto de los valores que toma
es finito. Sea {ay,...,a,} el conjunto formado por todos los distintos posibles valores no
nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea B, = {y € E: ¢(y) = ax}, entonces los conjuntos
Ei, ..., E, son ajenos por parejas y ¢ = »_,_, axlp, . Esta tltima sumatoria sera llamada la
representacion candnica de .

Integracién de funciones medibles no negativas

Definicién 34. Sip: (E, &, n) — (E, B (R)) es una funcion medible simple no negativa con
representacion candnica p = Y ,_, axlg,, se define la integral de ¢, fE wdu, de la siguiente
manera:

f]E pdpp = p_y agm (Ey,)

Definicién 35. Si f: (E, &, pu) — (R, B (R)) es una funcion medible no negativa, se define
la integral de f, con respecto a la medida 1, fE fdu, de la siguiente manera:

fEfd,uzsup{ngpd,u:cpes simpleyoggpgf}

Obsérvese que el conjunto { fE wdp : pessimpley 0 <o < f } no necesariamente estd aco-
tado, de manera que estamos considerando que, en ese caso, el supremo del conjunto lo
definimos como oo.

Definicién 36. Si f es una funcion medible no negativa y E € £, se define:
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fEfd“: fE(IE’f)dM
RESULTADOS

1. Si f y g son dos funciones medibles no negativas, entonces:

a) Si f < g, entonces [ fdu < [; gdp.

b) Si f < g sobre un conjunto E € &, entonces [, fdu < [, gdp.

2. Sea f una funcién medible no negativay E € £ tal que p (E) = 0; entonces:
Je fdp=0

3. Teorema de la convergencia monétona: Sea (f,), .y una sucesiéon no decreciente de
funciones medibles no negativas, entonces:

fE lim,, .o frdp = lim,, . fE fndp
4. Si f y g son dos funciones medibles no negativas, entonces:
a) fE l[af +bgldu = a fE fdp+0b fE gdp para cualesquiera niimeros reales a y b no negativos.
b) [z fdu=0siysolosi u{yeE: f(y) >0} =0.

5. Sea f una funcién medible no negativa. Entonces, la funcién m : & — R, definida por
m(E) = [, fdu, es una medida.

6. Lema de Fatou: Sea { f,,}, . una sucesién de funciones medibles no negativas. Entonces:

fE liminf, . fodp < liminf, . fE fndp

Funciones medibles integrables

Definicién 37. Se dice que una funcion medible f es integrable sobre un conjunto £ € £ si
S| fldu < occ.

Definicién 38. Si f es una funcion medible e integrable sobre un conjunto E € &, se define
su integral sobre E, [ 5 fdu, de la siguiente manera:

fEfdﬂ:fEf+dM_fEf_d'LL
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RESULTADOS

1. Si f es una funcién medible no negativa tal que [, fdu < oo, entonces p{y € E: f (y) = oo} =
0.

2. Una funcién medible f es integrable sobre un conjunto F € £ siy sélo si fty f~ son
integrables sobre E.

3. Si f y g dos funciones medibles e integrables sobre un conjunto F € £, entonces:

a) Para cualquier nimero real ¢, la funcién cf es integrable sobre E'y [, cfdu = c [, fdu.
b) Si f < g sobre E, entonces [, fdu < [, gdp.

&) |f, fau| < fi, 1] dy

4. Sean f1, ..., f, n funciones medibles e integrables sobre un conjunto medible £, ay, ..., a,
numeros reales y h : F — R una funcién medible tal que h (x) = > ,_, axfx (x) en todos los
puntos z € E para los cuales Y ,_, axfx (z) esté definida, entonces h es integrable sobre E

y:
fE hdp =375, ay fE Jrdp

5. Sea g una funcién medibles e integrable tal que [ 5 9dp > 0 para cualquier ' € &, entonces:
p{r el :g(x) <0} =0

6. Sean f y g dos funciones medibles e integrables.

a) Si [, fdu < [, gdp para cualquier E € &, entonces:

plr e F: f(z) >g(@)} =0

b) Si [, fdu = [, gdp para cualquier E € &, entonces:

p{r €F: f(z)#g(x)} =0

7. Sea g una funcién no negativa, integrable sobre un conjunto £ € &, (fy), oy una sucesion
de funciones medibles tales que |f,,| < g y lim,,_,, f,, existe excepto a lo mds en un conjunto
de medida cero y f una funcién medible tal que f = lim,,_. f,, donde este limite existe,
entonces:

lmy, oo [ [fo — fldp =10

8. Teorema de la convergencia dominada: Sea ¢ una funcién no negativa, integrable
sobre un conjunto medible £, {f,}, .y una sucesién de funciones medibles tales que |f,| < g
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y lim,, . f, existe excepto a lo m&s en un conjunto de medida cero y f una funcién medible
tal que f = lim,,_. f., donde este limite existe entonces, f es integrable sobre E y:

fE fdﬂ = lim,, 0 fE Jndp

Integrabilidad uniforme

En esta seccién asumimos que la medida y es finita.
RESULTADOS

1. Si f es una funcién medible no negativa, entonces:
Jefdu= [ n{y €F: f(y) >a})da
2. Si f es una funcién integrable, entonces la serie:

San{yeF:|f(y)| =k}

converge.

3. Si f es una funcién integrable, entonces
Mmoo e[| f] > 0] =0
4. Una funcién medible f es integrable si y sélo si:
litasoo fy5e [l i =0

5. Una funcién medible f es integrable si y sélo si dada e > 0 existe § > 0 tal que [ Alfldp < e
para cualquier conjunto A € F tal que p (A) < 4.

Definicién 39 (Integrabilidad uniforme). Se dice que una familia H de funciones me-
dibles es uniformemente integrable si:

I, o SUP {fww fldu: f e H} —0

RESULTADOS

1. Una familia H de funciones medibles es uniformemente integrable si y sélo si el conjunto
{Jo1fldp: f € H} estd acotado y, dada cualquier € > 0, existe § > 0 tal que [, |f|du < e
para cualesquiera f € Hy A € F tal que u(A) < 0.
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2. Sea f una funcién medible e integrable, I' un conjunto cualquiera y {f,:~v € I'} una
familia de funciones medibles tales que |f,| < f para cualquier 7 € I', entonces la familia
{fy v € '} es uniformemente integrable.

3. Sea {fy},cy una familia uniformemente integrable de funciones medibles tal que f =
lim,, ., f, existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces f es integrable

y:
lmy, oo fo | fo — fldp =0

4. Teorema de la convergencia uniformemente integrable: Sea {f,}, ., una familia
uniformemente integrable de funciones medibles tales que lim,, ., f, existe excepto a lo mas
en un conjunto de medida cero, entonces f = lim,,_,, f, es integrable y:

fF lim,, oo frdp = lim,, . fF fndu

5. Sean (fy),cy una sucesién de funciones integrables y f una funcién medible tales que
imy, oo fg |fn — fldp = 0. Entonces la familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.

6. Sea (fy),cy una sucesion de funciones integrables no negativas tal que f = lim, . fn
existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero y limy, .o [p frudp = [; fdp < oo,
Entonces lim,, fF |fr — fldu=0.

7. Sea {fn},cy una sucesién de funciones integrables no negativas tal que f = lim, . f5
existe excepto a lo més en un conjunto de medida cero y lim, f]F fadp = f]F fdp < 0.
Entonces la familia { f, : n € N} es uniformemente integrable.

Combinando lo anterior, se tiene el siguiente resultado:

8. Sea (fn),cny Una sucesiéon de funciones integrables tales que f = lim, . f, existe ex-
cepto a lo més en un conjunto de medida cero, entonces las siguientes tres condiciones son
equivalentes:

a) La familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.
b) limy, oo fp | fo — fldpp =10
¢) limy oo fie [fnl dpe = Jo | fldp < 00

9. Sea { fy},cn una sucesién de funciones integrables no negativas tales que f = lim,_. fn
existe excepto a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces las siguientes tres condiciones
son equivalentes:

a) La familia {f, : n € N} es uniformemente integrable.

b) limy, oo fo | fo — fldp =0
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10. Sea H una familia de funciones medibles uniformemente integrable. Entonces la familia:
g= { f:F R : Existe una sucesién (fn)nen de funciones en H tales que

lim,, . fn = f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero}

es uniformemente integrable.

Funciones de variacion acotada

Definicién 40. Dada una funcion g : [a,b] — R y una particion P = {xg,z1,...,2,} del
intervalo [a,b], definamos Vy(P) =3 "1_, |g(x) — g(zk_1)|.

Diremos que g es de variacion acotada en [a,b] si:

Vyla, b) = sup {V,(P) : P es una particion de |a,b]} < oo

RESULTADOS

1. El conjunto de funciones de variacién acotada, definidas en un mismo intervalo [a, b, forma
un espacio vectorial.

2. Si g :[a,b] — R es una funcién monétona, entonces es de variaciéon acotada.

3.Sig:[a,b] = Ry gy:[a,b] — R son funciones no decrecientes, entonces g; — g2 es de
variacion acotada.

4.51 ¢, : R — Ry gy : R — R son funciones no decrecientes, entonces g, — g2 es de variaciéon
acotada sobre cualquier intervalo compacto.

5. 51 g : R — R es una funcién de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto,
entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes.

6. Una funcién g : R — R es de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto si y
sélo si se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes.

7. Una funcién de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto tiene a lo més un
conjunto numerable de discontinuidades.

8. Si g : R — R es una funcién de variacién acotada sobre cualquier intervalo compacto,
entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones no decrecientes, f; : R — R
y fo : R — R, las cuales no tienen discontinuidades en comiin del mismo lado.
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9.Si g : R — R es una funcién continua por la derecha y de variacién acotada sobre
cualquier intervalo compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones
no decrecientes continuas por la derecha.

10. Si g : R — R es una funcién continua por la izquierda y de variacién acotada sobre
cualquier intervalo compacto, entonces se puede expresar como la diferencia de dos funciones
no decrecientes continuas por la izquierda.

11. Sea f : R — R una funcién medible. Si f es integrable en el intervalo [a, b], entonces la
funcién F': [a,b] — R definida por:

F(x)= [ f(y)dy

es de variacién acotada.

La integral de Riemann-Stieltjes

Definicién 41. Sean f : [a,b] — R y g : [a,b] — R dos funciones acotadas y P
{zo,x1,...,2,} una particion del intervalo [a,b]. Una suma de Riemann-Stieltjes S(P, f,
de f con respecto a g, correspondiente a la particion P, es una suma de la forma S(P, f, g

ZZ:I f(gk) [g(xk) - g(xkflﬂf donde gk S [Ik*hxk] para ke {17 27 s 7n}'

[N

Definicién 42. Se dice que f es integrable con respecto a g en el intervalo |a,b] si existe
un numero real I tal que para cualquier € > 0 existe una particion P. del intervalo |a,b] tal
que |S(P, f,g) — I| < € para cualquier particion P que sea un refinamiento de P- y cualquier
suma de Riemann-Stieltjes S(P, f,g) de f con respecto a g, correspondiente a la particion
P. Al numero real I de esta definicion se le llama la integral de f con respecto a g y se le
denota por fab fdg.

Criterio de Cauchy

Definicién 43. Se dice que la pareja de funciones acotadas f : [a,b] = R y g : [a,b] — R
satisface el criterio de Cauchy si para cada € > 0 existe una particion P. del intervalo
la,b] tal que si P y P' son dos refinamientos de P. y S(P, f,q), S(P', f,g) son sumas de
Riemann-Stieltjes de f con respecto a g, entonces:

’S(P7f7g) _S(Plafag)’ <€
RESULTADOS

1. Una funcién f es integrable con respecto a g en el intervalo [a, b] si y sélo si la pareja f, g
satisface el criterio de Cauchy.
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2. Si g es de variacién acotada, entonces toda funcién continua es integrable con respecto a
g.

3.5i f1:[a,b] = Ry fo: [a,b] — R son integrables con respecto a g : [a,b] — Ry ay,as € R,
entonces o f1 + s f2 es integrable con respecto a g y:

fab (1 fi + azfz)dg = f; Jidg + s f; Jadyg

4. Si f : [a,b] — R es integrable con respecto a g; : [a,b] — R y con respecto a gs : [a,b] — R
vy a1, € R, entonces f es integrable con respecto a o191 + asgs y:

ff fd(a1g1 + azge) = ff fdgi + o f; fdgs

5. Si f : [a,b] — R es integrable con respecto a una funcién no decreciente g : [a,b] — R,
entonces | f| es integrable con respecto a g y:

fabfdg‘ < [71fldg

6. Sean f : [a,b] — R una funcién continuay g : [a,b] — R una funcién de variacién acotada,
entonces la funcién F : [a,b] — R definida por:

F(t) = [ fdg
es de variacién acotada.

7. Sea g : [a,b] — R una funcién acotada que no es de variacién acotada en [a, b]. Entonces
existe una funcién continua f : [a,b] — R la cual no es Riemann-Stieltjes integrable con
respecto a g.

8. Si toda funcién continua f : [a,b] — R es integrable con respecto a la funcién acotada
g : [a,b] — R, entonces g es de variacién acotada.

9. Sean f : [a,b] — Ry g : [a,b] — R dos funciones acotadas y supongamos que f es
integrable con respecto a g, entonces g es integrable con respecto a f y, ademds, se tiene:

2 gdf = g(0)f(b) — g(a)f(a) — [} fdg

10. Sea ¢ : [a,b] — R una funcién continua de variacién acotada y F' : R — R una funcién
de clase C! , entonces F o g es de variacién acotada y:

F(g(t)) = F(g(a)) + [, F'(g(s))dg (s)

para cualquier t € [a, b].



20

Convergencia casi en todas partes

En esta seccién, (E, £, p) serd un espacio de medida completo.

Definicién 44 (Convergencia casi en todas partes). Diremos que una sucesion de fun-
ciones medibles { f,, },,cy converge casi en todas partes a una funcion medible f silim, ... fr, =

, . . ., e c.t.p.
f excepto a lo mds en un conjunto de medida cero. Si éste es el caso, se escribird f, — f.

Las siguientes propiedades se siguen inmediatamente de las correspondientes propiedades
para las sucesiones de nimeros reales:

i. Si una sucesién (f,), oy converge casi en todas partes a f, entonces cualquier subsucesién
de (fn), ey también converge casi en todas partes a f.

ii. Si (fn),cn €5 una sucesién de funciones medibles tal que f, cbp fy fa ety g, entonces
f = g casi en todas partes.

. ., . . c.t.p.
iii. Si ¢ es una constante y (f,),oy Una sucesién de funciones medibles tal que f, — f,

t.p.
entonces cf,, =% cf.

iv. Si (fu)pen ¥ (9n)pen Son dos sucesiones de funciones medibles tales que f, A fy

gn =5 g, entonces fo+ go <5 [+ gy fagu =5 fg.

Los resultados que siguen, con relacién a la convergencia casi en todas partes, se entienden
mejor si se tienen en mente los siguientes conceptos:

Dada una sucesion Aq, As, ... de subconjuntos de un conjunto FF, se define el limite inferior
(lim inf) y el limite superior (limsup) de esa sucesién de la siguiente manera:

limfnf A, = U2, N, A
lim sup An = m;ozl Uz:n Am

Obsérvese que lim inf A,, estd formado por todos los elementos x € F para los cuales existe
N € N tal que x € A, para cualquier n > N, mientras que limsup A, estd formado por
todos los elementos © € F que pertenecen a una infinidad de conjuntos de la sucesién. Asi
que se tiene siempre lim inf A,, C limsup A,,.
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RESULTADOS

1. Supongamos que j es finita y sea (fy),cy una sucesiéon de funciones medibles. Entonces

c.t.p. . , . . .
fn — 0 si y s6lo si para cualquier € > 0, se tiene:

p(imsup{y € E: |fu(y)| >¢e}) =0

2. Supongamos que 4 es finita y sea (fy),cy una sucesién de funciones medibles. Entonces

c.t.p. . , . . .
fn — [ siy sélo si para cualquier € > 0, se tiene:

p(msup{y € F:|fu(y) — f(y)| >¢}) =0

3. Lema de Borel-Cantelli: Sea F;, Es, ... una sucesién de conjuntos medibles tales que
Yo w(E,) < oo, entonces:

p (limsup E,) =0
4. Sea (fn),cy una sucesién de funciones medibles tales que:
Yoo 1]l fa] > €] < oo para cualquier € > 0
Entonces f, 2,
5. Sea f una funcién medible y (f,), oy una sucesiéon de funciones medibles tales que:

oo il fo — f] > €] < oo para cualquier € > 0

Entonces f;, A I

Convergencia en medida

Definicién 45 (Convergencia en medida). Diremos que una sucesion de funciones me-
dibles (fn),cn converge en medida si eviste una funcién medible f tal que:

lim, oot ({y € B | fuly) — f(y)| > €}) =0

. ., . o
para cualquier € > (. Si éste es el caso, se escribird f,, — f.

Definicién 46. Diremos que una sucesion de funciones medibles (fn),cy €s de Cauchy en
medida si, para cualquier € > 0 y cualquier 6 > 0 existe N € N tal que:

n{y €F:[fuly) — fm(y) >¢e}) <6

para cualquier par de nimeros naturales n y m mayores o iguales a N.
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RESULTADOS

1. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles tal que f, L fy fo 5 g, entonces f =g
casi en todas partes.

2. Sea c una constante y (fy),oy una sucesién de funciones medibles tal que f, S

entonces cf, —— cf.

3. Sean (fn),en ¥ (9n) ey dos sucesiones de funciones medibles tales que f,, L fyg. g,
entonces f, + gn —— f +g.

4. Sean f una funcién medible, (f,),cy una sucesién de funciones medibles tal que f, L

., . . I
y g : R — R una funcién uniformemente continua, entonces g o f,, — go f.

5. Sean f una funcién medible, (f,), . una sucesién de funciones medibles tales que f, L

y g : R — R una funcién continua nula fuera de un intervalo [a, b], entonces g o f, +sg0f.

6. Supongamos que /i es finita y sean f una funcién medible, ( f,,),,cy una sucesién de funciones

medibles tal que f, —— f v ¢ : R — R una funcién continua, entonces g o f, —— go f.

7. Supongamos que 4 es finita y sean f y g dos funciones medibles, y (fn),cn ¥ (9n)nen dos

neN
sucesiones de funciones medibles tales que f, —— f y gn —— g, entonces f,gn — fg.

8. Supongamos que p es finita y sea (f,),cy una sucesién de funciones medibles tal que

c.t.p. w
fn — 0, entonces f,, — 0.

9. Supongamos que p es finita y sea (f,),cy una sucesién de funciones medibles tal que

fn by f, entonces f,, - f.

10. Sea (fy),,cy una sucesion de funciones medibles que converge en medida, entonces ( f,)
es de Cauchy en medida.

neN

11. Sea (fy), ey Una sucesién de funciones medibles y supongamos que (f, ),y €s de Cauchy
en medida, entonces (f,), .y contiene una subsucesién (fy, ),y que converge casi en todas
partes a una funcién medible f y tal que, dada ¢ > 0, existe un conjunto medible A tal que
p(A) < §y la sucesion (fn, ),y converge uniformemente a f sobre A°.

12. Sea (fy),,cn una sucesion de funciones medibles que converge en medida, entonces ( f5,),
contiene una subsucesion ( f,, ),y que converge casi en todas partes a una funcién medible f
y tal que, dada § > 0, existe un conjunto medible A tal que  (A) < d y la sucesion (fy, )pen
converge uniformemente a f sobre A°€.

13. Supongamos que 1 es finita y sea (f,,), oy una sucesién de funciones medibles, de Cauchy
en medida, entonces (f,), cy converge en medida..
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14. Si p es finita y (fn),cy €5 una sucesién de funciones medibles que converge casi en todas
a la funcién medible f, entonces, dada ¢ > 0, existe un conjunto medible A tal que u (A) < §
y la sucesién (f,), oy converge uniformemente a f sobre A°.

15. Sean g una funcién no negativa e integrable, f una funcién medible y (f,),cy una

sucesién de funciones medibles tales que |f,,| < ¢ para cualquier n € Ny f, ., f, entonces
Uy, oo fg |fo — fldpu = 0.

Espacios r»

Asumimos que se tiene definido un espacio de medida (F, F, u).

Para p € (0,00), denotaremos por LP al conjunto de funciones medibles f tales que
f]F |f|P du < oo. También, denotaremos por £ al conjunto de funciones medibles y aco-
tadas excepto a lo mds en un conjunto de medida cero.

Obsérvese que si f € LP, entonces f es finita casi en todas partes.
Para p € (0, ], el conjunto de clases de equivalencia en las cuales queda partido
L?, mediante la relacién de equivalencia definida por la igualdad casi en todas

partes, sera denotado por LP.

Cada elemento de LP es un conjunto de funciones con la propiedad de que cualquier par de
ellas son iguales casi en todas partes.

Si f: F —R, la notacién f € LP significard que la clase de equivalencia de la cual forma
parte f, pertenece a LP, de manera que cualquier propiedad que se demuestre para f serd

en realidad una propiedad de la clase de equivalencia de la cual forma parte.

Si f € L*, diremos que M € R es cota esencial de f si [f| < M casi en todas partes.
Ademas, definimos el supremo esencial de f, supes (f), de la siguiente manera:

supes (f) =inf {M € R: M es cota esencial de f}

Obsérvese que si f € L™, entonces |f| < supes (f) casi en todas partes. Ademds, no hay
ningtn nimero real M menor que supes (f) y tal que |f| < M casi en todas partes. Es decir,
si |f| < M casi en todas partes, entonces supes (f) < M.

Sipel[l,o0)y f € LP, definimos:

AL = (fel f1P dp)?
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Sipe (0,1)y f € LP, definimos:

111, = Je [ fIF dpe
Si f € L%, definimos:

/1l = supes (| f])
RESULTADOS

1. Para cualquier p € (0, 00], L? es un espacio vectorial sobre R.

2. Desigualdad de Hélder: Sean p,q € [1,00] tales que 1—1)—1—% =1, felryge L
entonces fg € L' y:

1 £glly < 111, gl

3. Desigualdad de Minkowski: Sea p € [1,00| y f, g € LP, entonces:

1+ gll, <1711+ llgll,

4. Para cualquier p € (0, 00], la funcién [[e[|,, definida sobre L?, es una norma.

5. Supongamos que la medida p es finita, entonces, para cualquier r € (0,00], si f € L,
entonces f € LP para cualquier p € (0,r).

Definicién 47. Para p € (0,00], se dice que una sucesion (fy),cy de funciones medibles
converge en LP a la funcion medible f si f, f, € LP para cualquier n € N y:

hmn—>oo ||fn - f||p =0
. . L»
Si éste es el caso, se escribird f, — f.
RESULTADOS
1. La convergencia en L” tiene las propiedades comunes a la convergencia en cualquier espacio
vectorial normado. En particular, si X es un espacio vectorial normado, sobre R, con norma

|||, se tiene lo siguiente:

i. Si (zn),cn € una sucesién que converge x, entonces cualquier subsucesién de (z,,)
también converge a x.

neN

ii. Si (2y,),cy €8 una sucesién de elementos de X tales que z,, — = y x,, — ¥, entonces z = y.



25

iii. Si ¢ € Ry (zn),cy € una sucesion de elementos de X tales que z,, — x, entonces
CTy — CT.

iv. Si (Zn),en ¥ (Un),en son dos sucesiones de elementos de X tales que x, — =y ¥, — ¥,
entonces =, + Yy, — T + Y.

v. Si (2),cy € una sucesién de elementos de X tales que la serie > ° [|z,|| converge,
entonces la sucesion (yy ),y definida por y, = >/, ) es de Cauchy.

vi. Si para cualquier sucesién (z,), .y de elementos de X tales que la serie > >, ||z, || con-
o, . n
verge, la sucesion (y,),, oy, definida por y, = >/ yx, converge. Entonces X es completo.

2. Para cualquier p € (0, 00|, L, con la norma ||e|[, es un espacio normado completo.

3. Sea p € (0,00] y (fn),eny Una sucesién de funciones medibles tal que f, L%, ¢, entonces
fo = f.

3. Sean p € (0,00), {fn},cn una sucesién en LP y f una funcién medible. Si ; es una medida
finita, las siguientes propiedades son equivalentes:

a) fo — f y la familia {|f,|” : n € N} es uniformemente integrable.
b)feLry fu = .
C) felrr f, R [y lim, fF ‘fn’p dp = fF |f‘p dy.

4. Supongamos que la medida p es finita, entonces, para cualquier r € (0, 00|, si f, z, 1,

entonces f, —— f para cualquier p € (0,7].

Densidad de las funciones simples en r»

Lema 1. Sea p € (0,00). Una funcion simple no negativa ¢ pertenece a LP si sdlo si ¢ es
nula fuera de un conjunto de medida finita.

Teorema 2. Seap € (0,00). El conjunto de las funciones simples nulas fuera de un conjunto
de medida finita es denso en LP.

Demostraciéon

Sea f € Ly (0,)nen ¥V (¥n),en dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no
negativas tales que lim,, ... ¢, () = [ (x) y lim,. ¥, () = f~ (z) para cualquier x € F.
Sea A = {y €:|f (y)| < co}. Entonces, para cualquier n € N, ¢, I4 y 1,14 siguen siendo
simples.
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Para cualquier n € N se tiene ¢, I4 < [ty ¢, 14 < f~,asi que p,l4 € L y 1,4 € LP. Por
lo tanto, ¢, 14 y 9,14 son nulas fuera de un conjunto de medida finita.

Ademas, como p (A°) =0, lim,, o @, la = [T y lim, .o ¥, [4 = f~ casi en todas partes.
Para cada n € N definamos s,, = ¢, [4 — 1,1 4. Entonces:

lim, o s, = fT — f~ = f casi en todas partes. Asi que:

lim,, oo |/ — sn|” = 0 casi en todas partes.

Ademés:
0| = @ da — ¥ lal < @, + 9, = |f]
Asi que:
[f = sul” S22 (|17 + [sal”) < 2271 |£IF
Por lo tanto, aplicando el teorema de la convergencia dominada, se tiene:
Mmoo Jo |f — Snl" dpp =0

Asi que la sucesién (s,,),, oy converge a f en LP.

Espacios de Probabilidad

Definicién 48 (Espacio de probabilidad). Llamaremos espacio de probabilidad a una
terna (2,3, P), donde ) es un conjunto, § una o-dlgebra de subconjuntos de 2 y P una
medida sobre § tal que P(2) = 1, a la cual llamaremos medida de probabilidad. A Q lo
llamaremos el espacio muestral, a los elementos de S eventos y a la medida P de un evento
A la probabilidad de A.

Considerando que cualquier espacio de medida se puede completar, asumiremos que cualquier
medida de probabilidad con la que trabajemos es completa.

En lo que sigue asumimos que tenemos definido un espacio de probabilidad completo (2, &, P).

Variables Aleatorias

Definicién 49. Liamaremos variable aleatoria real a cualquier funcion medible de (2, )
en (R,B (R)). Una variable aleatoria con valores en el conjunto de nimeros reales extendido

serd una funcion medible de (Q,) en (R‘B (R)) Un wvector aleatorio real serd cualquier
funcion medible de (§2,) en (R™,B (R")).
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Obviamente, una variable aleatoria real puede considerarse también como una funcién de
(©,) en (]R, B (R)), y esta funcién es medible.

Dado un conjunto finito de variables aleatorias, X7, X, ..., X, con valores en R", la funcién
(X1, Xa, ..., Xp) : Q@ — R" definida por:

(X1, Xoy o, X)) (W) = (X1 (@), Xa (@) -, Xy (W)

. ., , . . =N
es medible. A una funcién asi definida la llamaremos vector aleatorio con valores en R .
También usaremos la notaciéon X para un vector aleatorio (X, Xs, ..., X,,).

A menos que se indique otra cosa, una variable aleatoria (resp. vector aleatorio con n com-
z . ™ A
ponentes) serd considerada con valores en R (resp. con valores en R").

En lo que se refiere a la convergencia de una sucesién de variables aleatorias, hay algunos
cambios en la terminologfa. En el contexto de la Teorfa de la Probabilidad, la convergencia
casi en todas partes serd denominada convergencia casi segura y a la convergencia en
medida la llamaremos convergencia en probabilidad.

Dada una variable aleatoria X : @ — Ry B € B (E), la notacién [X € B| serd una ma-
nera abreviada de representar al conjunto {w € Q: X (w) € B}. Si a,b € R, las notaciones
a< X <b],[a<X<b,[a<X<b,[a<X <D, [X <], [X <D, [X>a]y[X >dse
entenderdan en un sentido similar. Para el caso de un vector aleatorio utilizaremos una no-
tacion andloga.

Si (X1, Xo,.. an) es un vector aleatorio con valores en R” y By, By, ..., B, son conjuntos
borelianos en R, denotaremos por [X; € B, X5 € By, ..., X, € B,] al conjunto ();_, [X; € B,].

Definicién 50. Sea X wuna variable aleatoria con valores en R. La proyeccion de P ba-
jo X serd denotada por pyx y la llamaremos la distribucion de la variable aleatoria X. Si

(X1, X, ..., X,) es un vector aleatorio, la proyeccion de P bajo (X1, Xa, ..., X,) serd deno-
tada por py, x, . x, Y la llamaremos la distribucion del vector aleatorio (X1, Xo, ..., X,).
RESULTADOS

1. Sea X una variable aleatoria con valores en R. La funcién uy : 8 (E) — R definida por:
px (B) = P[X € B]
es una medida de probabilidad.

2. Si X es una variable aleatoria con valores en R, 115 su distribucién y f : (R B (E) b X) —
(R B (E)) una funcién medible, no negativa o integrable, se tiene:
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J, F(X)dP = [ fdpx

3. Si X es una variable aleatoria real y la consideramos como una funcién de (€2,3) en
(R% (E)), entonces X es una variable aleatoria con valores en el conjunto de nimeros
reales extendido y su distribucién uy, aunque esté definida sobre B (@), estd concentrada
en R ya que piy({—00,00}) = 0.

.....

n

f: (@ B (Rn) X X Xn) — (R, B (K)) una funcién medible, no negativa o integrable,
se tiene:

f%f<X17X27""Xn) dP: fﬁfd/’le,Xg ..... Xn

Definicién 51 (o 4dlgebra generada por una familia de funciones). Sea (E, &) un
espacio medible y F un conjunto cualquiera. Dada una coleccion de funciones:

H={f,:F—=(E ¢ :yeTI}

donde I' es un conjunto de indices cualquiera, se define la o-dlgebra generada por H como
la mds pequena o-dlgebra de subconjuntos de F tal que toda funcién f € H es medible.
Denotaremos a esta o-dlgebra por por o (H) o por o ({f,: v €T}).

Obsérvese quesi f : F — (B, €) es cualquier funcién, la familia de conjuntos { f~! (B) : B € ¢}
es una o-algebra de subconjuntos de IF. Sin embargo, si {f, : F — (E, €) : v € I'} es una colec-
cién de funciones, la familia de conjuntos { Iy '(By:veTyBe QS} no es, en general, una
o-élgebra, pero la o-dlgebra generada por esa familia de conjuntos es la o-dlgebra generada
por la familia de funciones {f, : F — (E, €) : v € T'}.

Por otra parte, si f1, fa, . . ., f, son funciones de F en (R, B (R)) y definimos f : F — (R B (ﬁn))

mediante la relacion:

f@)= (), fa(@),. o fu (@)

sabemos que si & es una o-dlgebra de subconjuntos de F, entonces f es $-medible si y sélo
si fr es S-medible para cualquier k£ € {1,2,...,n}. Por lo tanto:

{f1(B):BeBR")}=0(f)=c{fi, for-- s [a})

Proposicion 1. Sean Yi,...,Y, n variables aleatorias con valores en R y Z : € — R una

funcion o (Y1, ...,Y,)-medible. Entonces, existe una funcion boreliana h : R" — R tal que
Z=h(Y,...,Y,).
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Demostracion

Si Z = Ig, donde E € o (Y1,...,Y,), entonces existe un boreliano B C R" tal que Z =

Ig(Yy,...,Y,). Por lo tanto, se tiene el resultado para el caso de una funcién simple Z
o (Y1,...,Y,)-medible.

Si Z es una variable aleatoria no negativa, sea (Z,), .y Una sucesién no decreciente de

funciones simples no negativas tales que Z = lim,,.., Z,, v, para cadan € N, sea h,, : R'—R
una funcién boreliana no negativa tal que Z,, = h,, (Y1,...,Y,).

Sea D = {3: cR": limy, 00 hn () existe}. Entonces D es un conjunto boreliano de RrR" y

contiene a la imagen de 2 bajo la funcién (Y3, ...,Y,). Definamos la funcién h : R"'— R de
la siguiente manera:

h(z) = { limy,o0 by () siz € D

0 en otro caso
h es entonces una funcién boreliana y Z = h (Y3, ..., Y,).
[
Corolario 1. Sean Yi,...,Y, n variables aleatorias con valores en R y Z : QQ — R una
funcion o (Y1, ...,Y,)-medible. Entonces, existe una funcién boreliana h : R™ +— R tal que

Z=h(Yi,...,Y,).

Independencia de variables aleatorias

Definicién 52. Diremos que las variables aleatorias de una familia no vacia cualquiera
{X,}, finita o infinita, son independientes, si dada cualquier subcoleccion finita de ellas,

Xy, -, Xy y cualquier coleccion de subconjuntos borelianos de R, A;,..., A,, donden € N,
se tiene:

P[X, €A,....X,€X, ]| =P[X, € A4]---P[X,, €A,]

RESULTADOS
1. n variables aleatorias X1, ..., X,, son independientes si y sélo si para cualquier coleccién
de subconjuntos borelianos de R, Ay, ..., A, se tiene:

PXi€A,...,.X,eA]=P[X; € A]---P[X, € 4,].

2. Las variables aleatorias de una familia infinita numerable, { X7, X5, ...}, son independientes
si y s6lo si para cualquier n € N y cualquier coleccién de subconjuntos borelianos en R,
Ay, ..., Ay, se tiene:
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P[Xy€A,.... X, €A,]=P[X;€A]---PlX, €A,

3. Sean Xi, ..., X, n variables aleatorias independientes y fi,..., f, n funciones borelianas
de R en R. Entonces las variables aleatorias f1(X1),..., fn(X,) son independientes.

4. Sean Xy, ..., X, Xyi1, ..., Xpeom n+ m variables aleatorias independientes y f : R'—R

y ¢ : R +— R dos funciones borelianas. Entonces, las variables aleatorias f (X1,...,Xn) y
9(Xni1,- -+, Xnim) son independientes.

Funciones de distribucion

Definicién 53 (Funcién de distribucién). Si X es una variable aleatoria real, la funcion
Fx : R — R, definida por Fx(z) = P[X < z|, es llamada la funcion de distribucion de X .

Definicién 54 (Funcién de distribucién conjunta). Sean Xi,..., X, n variables aleato-
rias reales. La funcion Fx, . x, : R" — R, definida por:
Fx, x,(x1,...,2,) = P[X; <zy,..., X, <)

serd llamada la funcion de distribucion conjunta de X, ..., X,.

RESULTADOS

1. Sea X una variable aleatoria real y F'y su funcién de distribucién, entonces:
i. F'x es una funcién no decreciente y continua por la derecha.

ii. limy.. 0o Fix(z) =1

iii. lim, oo Fix(z) =0

iv. Fx(z—) = P[X < z| para cualquier z € R.

2. Sean X, ..., X, n variables aleatorias y sea F, . x, su funcién de distribucién conjunta,
entonces, para cada:

-1 e
(T1,. .., @j1,Tj41, ..., Ty) € R se tiene:

i. La funcién = — Fx,  x,(%1,...,2Zj-1,%,%j41,...,T,), definida sobre R, es no decreciente
y continua por la derecha.

. Hmyeoo Fixy,oxn (T1, 00 21, T, Tjg1, - o, Tn)
= FXl,y---ijfl7Xj+17---7X7L (I‘l, vy L1y Ljgdy e e e ,In).

iii. Mmy oo Fixy,ox, (21,00, @521, 2, T, - o, Ty) = 0.
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Una familia de variables aleatorias X3, ..., X,, puede verse como la funcién de 2 en R" que
asigna a cada w € Q el vector (X;j(w),...,X,(w)); de esta forma, podemos decir que las
variables aleatorias forman un vector aleatorio (X7,...,X,).

Recordemos que un rectdngulo en R” es un conjunto de la forma I; x --- x [, en donde
Ii,--- , 1, son intervalos en R.

Si R=1; x---x1I, es un rectdngulo en R" y ay, by, ..., a,, b, son los extremos de Iy,--- , I,
respectivamente, los intervalos [ seran llamados los lados del rectdngulo y los puntos del con-
junto Via, or,anbn) = 1(@1,. .., 2n) : o € {ag, by} para toda k} serdn llamados los vértices
del rectdngulo.

El rectdngulo (aq,b1] X - - - X (ay, b,] serd denotado por Ra, b, ,....anbn) ¥ S
al conjunto:

denotard
bn)

{(z1,-++ ,x,) : & = a; para k indices i y x; = b; para el resto de indices}.

: o, (k)
Obviamente, Via, p,.....anbn) = Up—o S(al,bl,...,an,bn)'

3. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias y (a1, b1] X - -+ X (ay, b,] un rectangulo de R".
Entonces, para cualquier evento A se tiene:

P([al < X §b17"' , Qp, <X, < bn}ﬂA)

= TV D st

(ay,by,..., an,

} ([Xi <zp,--, X, <z, ] NA).
bn)

4. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias y (ai,b;] X -+ X (an,b,] un rectangulo de R™.
Entonces:

P([al<X1§b1>"' 7an<Xn§an

n

= o(—1 Z (*) Fx,..x, (@1, ,2p).

{ eS(a] by,.ees an, bn)} "
5. Sean Xi,...,X,, n variables aleatorias y Fx, _x su funcién de distribucién conjunta

9 ) y 1ye-38m ?

entonces:

n k

-1 , F T1, . Tp) >0
Tt s Pt (P17 2

para cualquier recténgulo (ai, by] X -+ X (ay, by].

6. Sean Xi,..., X, n variables aleatorias y Fly,
entonces:

x,, su funcién de distribucién conjunta,

-----

h/Inm—>0 FX17~~~7X77, ('rl + 6gm)7 ce T 5£Lm)) - FXl,...,Xn (.131, e 7xn>
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para cualquier vector (z1,---,x,) € R™ y cualquier sucesién (((ﬁm), e ,6£Lm)>> que
meN

converja al vector 0 € R” y tal que 5§m), e ,551’”) sean numeros reales positivos.

7. n variables aleatorias reales, X1, ..., X, son independientes si y sélo si:

Fx,,. . x, (@1, - ,2,) = Fx, (#1) Fx, (x2) - - - Fx,, (z,)

para cualquier vector (z1,xs,...,x,) € R

Funciones de distribucién como medidas

Definicién 55. Diremos que una funcion F : R — R es una funcion de distribucion finita
en 1 variable si satisface las siguientes propiedades:

i. I es una funcion no decreciente y continua por la derecha.
it. limy 00 Fx () < 00
iii. limg. oo Fix(z) =0

Definicién 56. Para n € {2,3,...}, diremos que una funcion F : R™ — R es una funcion
de distribucion finita en n variables si satisface las siguientes propiedades:

i D ol Z{(xl F(x1, - ,2,) 20

(al b1,---s an, bn)}

para cualquier rectdngulo (ay,by] X -+ X (ay, by).

Z.Z.. ].l,mm_,OF ([L’l +5§m)7..- 7gjn+5$]‘m)> — F(.Il".. 71}’”)

para cualquier vector (xr1,--- ,x,) € R™ y cualquier sucesion ((557”), e ,5;’”))) o Tue
me

converja al vector 0 € R™ y tal que 5§m), e ,57(1’”) sean niumeros reales positivos.

dii. Wy oo F'(21, ..., 2521, 2,Tj41, ..., Tp) =0

para cualquier (x1,...,T;-1,%j41,...,T,) € R*L

w. Para cada (x1,...,2j-1,%j41,...,2,) € R"1 el limite

Hmwﬁoo F(Il, s L1, L, g1y - - - ,SL’n>

existe y la funcion G : R" 1 — R definida por:
G(x1, . Tjo1, Tjs1y o, Ty) = MMy oo F'(1, .00, 521, T, Tjgy - -, Tn)

es una funcion de distribucion finita en n — 1 variables.
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Cuando limy, ... 2,,)—(c0,....00) £ (1, -+ ,&,) = 1, diremos simplemente que F' es una funcién
de distribucién en n variables.

Sia,b € Ry a<b, entonces definimos (a, b| de la siguiente manera:

~f (a,b] sibeR
(a,b|—{ (a,b) sib=o0

Si F': R" — R es una funcién de distribucién finita y

-1 .
(T1,.. ., @1, %41, ...,T,) € R*' definimos:
F(x1, ..., 021,00, Tj41, o, Tp) = MMy oo F(@1, .., 01,2, T4, ..., Tp).
F(xy,...,xj_1,—00,Zj41,...,2,) = 0.

Con estas convenciones, se tiene que:

ZZ:O( Z{ 1‘1, In GS k)

(a1,b1,..es an,

} Fx, .x,(x1,-- ,2,) >0
bn)
para cualquier rectangulo (a1, b1| X « -+ X (ay, by|.

Definicién 57. Si F': R" — R es una funcion de distribucion finita y R = (ay,by| X -+ X
(Gn, by| €s un rectdngulo en R™, definimos pp (R) de la siguiente manera:

() Zko Z{

} ml; » L )
(al bi,eeny an,,bn)

RESULTADOS

1. Sea F' : R" +— R una funcién de distribucién finita y R = (a1,by| X -+ X (ap, b,| un
rectangulo en R". Para cada intervalo (a;, b;| consideremos una particién:

P, = {ai:c(()i) <c§i) <. - <c£,?i :bi}
Entonces:

pp (R) = Z]‘ie{17,_,,mi} HE (R< m M (n)))

31-1%1 % —1C%

2. Sea F': R™ — R una funcién de distribucién finita, R = (a1, by| X - - - X (ay,, b,| un rectdngulo
en Ry R = (00| - x (a0
por parejas, tal que R = Jj_, RU) | entonces:

una coleccién finita de rectdngulos en R”, ajenos

pr(R) = Z;nzl Hp (R(j))
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3. Sea F' : R" — R es una funcién de distribucién finita, R = (a1, b1| X -+ X (a,,b,| un
rectdangulo en R" y RU) = <a§j), B x - x (agj), by
R™ tal que R C ;- RU) | entonces:

una coleccion finita de rectangulos en

pe (R) < 300 np (RY)

4. Sea F : R" — R una funcién de distribucién finita y Ry,..., R, vy RW, ..., R(™ dos
colecciones finitas de rectdngulos en R", todos de la forma:

(a0

X e X <a/’£ll)7 b%l)

y tales que Ry,..., Ry son ajenos por parejas, RV, ... R son ajenos por parejas y
U§:1 R; = U;n:1 RU).

Entonces:
25;1 pp (Ri) = ZT:1 HE (R(j))

5.Sea I’ : R" — R una funcién de distribucion finita, R = (ay, b1| X - - - X (ayn, b,| un rectdngulo
en R" y RO = (agi),bgi) X oo X (ag),bg)

que R C [J°, RY, entonces:

una coleccién infinita de rectdngulos en R” tal

pp (R) < 322 g (RO)

6. Sea F' : R" — R una funcién de distribucién finita. Entonces existe una tnica medida
finita p 5, definida sobre los conjuntos borelianos de R", tal que:

pp ((—oo,z1] X -+ X (=00, x,]) = F(x1,...,2y)
para cualquier (z1,...,z,) € R".
7. Sea F': R" +— R una funcién de distribucién. Entonces existe un espacio de probabilidad
(Q,F, P) y una familia X7, ..., X,, de variables aleatorias reales definidas sobre (2 tal que F

es la funcién de distribucién conjunta de X, ..., X,,.

8. Si i es una medida finita definida sobre los conjuntos borelianos de R”, la funcién F' :
R™ +— R definida por:

F(xy,...,2,) = p((—00, 1] X -+ X (—00,2,])
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es una funcién de distribucion finita y la medida pp que genera sobre los borelianos, por
ser Uunica, coincide con p. De esta forma, toda medida finita ; definida sobre los conjuntos
borelianos de R™ estd generada por una funcién de distribucién finita en n variables.

Esperanza de variables aleatorias

Definicién 58. St X es una variable aleatoria no negativa, definimos la esperanza de X,
E[X], de la siguiente manera:

E[X] = [, XdP

Definicién 59. Diremos que la variable aleatoria X tiene esperanza finita si E [|X|] < oo.
En ese caso definimos su esperanza de la siguiente manera:

E[X]=E[XT] - E[X]

La Esperanza de una variable aleatoria tiene las mismas propiedades que la integral, es decir,
se tiene la linealidad, el teorema de la convergencia monétona, el lema de Fatou, etcétera.

Sea i1y : B (@) — R la medida de probabilidad definida por:
px (B) = P[X € B

(R B (K) 7MX) es un espacio de probabilidad, el cual podemos completar, obteniendo una

nueva o—algebra, la cual denotaremos por By (E), y una medida definida sobre B x (E),
para la cual no cambiaremos la notacion; es decir, la denotaremos por .

Tenemos asi un espacio de probabilidad completo (R By (E) , X), de manera que podemos

definir la integral de las funciones medibles f : (R By (E)  Jb X) — (R B (E)) como con
cualquier otra medida de probabilidad y los resultados expuestos acerca de la integral son
validos también en este caso.

Para evitar confusiones, utilizaremos el término variable aleatoria tinicamente para las fun-

ciones medibles X : (2,3, P) — (R, B (R)).
RESULTADOS

1. Si X es una variable aleatoria, entonces E[f (X)] = [z fdux para cualquier funcién
medible no negativa f : (R, Bx (R)) — (R, B (R)).

2. Si X es una variable aleatoria, entonces E [f (X)] = [z fduy para cualquier funcién
integrable f : (R B x (@) ,,uX) — (R B (K))
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3. Para cualquier variable aleatoria X, el conjunto {z € R: P[X =2x] > 0} es a lo mas
infinito numerable.

4. Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de esperanza finita, entonces XY
también tiene esperanza finita y E[XY] = E[X] E[Y].

5.Sean X, ..., X, n variables aleatorias independientes de esperanza finita, entonces [ [;/_; X,
también tiene esperanza finita y:

K [HZ:I Xy] = HZ:1 E[X]
6. Sea X una variable aleatoria, entonces X tiene esperanza finita si y sélo si:
R) [[°[1 = Fx(x)]dz < ooy (R) fi)oo Fx(z)dx < o0
y, en ese caso, se tiene:

E[X]=(R) [°[1 - Fx(z)]dz — (R) [°_ Fx(x)dx

Donde (R) significa que las integrales se pueden tomar en el sentido de Riemann.

Cuando se tiene (R) [ P [X > z]dz = oo y ( fo P[X < x]dx < oo, se define FE [X] =

00, mientras que cuando R) [[7P[X > a]dr < ooy ( )fi)oo P[X < z]dr = oo, se define

FE [X] = —o0. Cuando ambas mtegrales sean divergentes, entonces la esperanza de X no estd
definida.

Varianza y covarianza

Definicién 60. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita. Se define la varianza de
X, Var(X), mediante la relacion:

Var(X) = E [(X - B(X))’]

Definicién 61. A la raiz cuadrada no negativa de la varianza se le llama la desviacion
estandar de X.

Definicién 62. Diremos que una variable aleatoria X tiene varianza finita si se cumplen
las siguientes dos condiciones:
i. X tiene esperanza finita.

i. (X — E[X])? tiene esperanza finita.
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Definicién 63. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Se define la cova-
rianza de X yY, Cov(X,Y), mediante la relacion:

Cov(X,Y) = E[(X — E[X])(Y — E[Y])] = E[XY] — E[X] E[Y]

RESULTADOS

1. Una variable aleatoria X tiene varianza finita si y sélo si X? tiene esperanza finita.

2. Sea X una variable aleatoria de esperanza finita, entonces:
Var(X) = E[X?] — (E[X])?
3. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces, XY tiene esperanza

finita.

4. Si X y Y son dos variables aleatorias de varianza finita y a y b son dos nimeros reales
cualesquiera, entonces aX + bY tiene varianza finita.

5.Sean X y Y dos variables aleatorias independientes de varianza finita, entonces Cov(X,Y’) =
0.

6. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita y a y b dos niimeros reales cua-
lesquiera. Entonces Cov(aX,bY) = abCov(X,Y).

7. Sean X, X1,...,X,, n+ 1 variables aleatorias de esperanza finita. Entonces:
a) Var(X) = 0 si y sélo si existe una constante c tal que P [X = ¢] = 1.
b) Var(aX + b) = a®*Var(X) para cualquier pareja a,b € R.

c) Si Xi,..., X, tienen varianza finita, entonces ., X, también tiene varianza finita y:

-----

8. Sean Xi,...,X, n variables aleatorias independientes y de varianza finita, entonces
>, X; también tiene varianza finita y:

Var(3)r  X;) =Y 0, Var(X;)

9. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: Sean X y Y dos variables aleatorias cualesquiera,
entonces:

E[xY] < VEXTVE?
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Ademss, si X y Y tienen varianza finita, entonces |E [XY]| = /E[X2\/E[Y?] si y s6-
lo si existen constantes a y b tales que por lo menos una de ellas es distinta de cero y
PlaX +bY =0] = 1.

10. Sean X y Y dos variables aleatorias de varianza finita. Entonces:

|Cov(X,Y)| < \/Va'r’(X) \/Var(Y)

Ademais, la igualdad se cumple si y sélo si existen constantes a, b y ¢ tales que a y b no son
ambas cero y P aX +bY =¢| = 1.

Regularidad de la medidas sobre los conjuntos
borelianos de r”

RESULTADOS

1. Sea p una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R", Entonces, para

cualquier conjunto boreliano B de R" se tiene:

p(B)=inf{p(0): BC Oy O esun abierto de R"}

2. Sea p una medida finita, definida sobre los conjuntos borelianos de R", Entonces, para
cualquier conjunto boreliano B de R" se tiene:

w(B) =sup{p(K): K C By K es un compacto de R™}

Conjuntos compactos

Definicién 64. Sea (X, d) un espacio métrico.

i) Diremos que K C X es compacto si para cualquier familia infinita {G, : v € I'} de sub-
conjuntos abiertos de X tales que K C . .p G+, existe un conjunto finito T C I' tal que
K U, er Gy

yel

i1) Diremos que K C X es secuencialmente compacto si para toda sucesion (z,) de

elementos de K existe una subsucesion que converge a algin elemento de K.

neN

RESULTADOS

1. Sea (X, d) un espacio métrico y K un subconjunto de X. Las siguientes propiedades son
equivalentes:
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a) K es compacto.

b) K es secuencialmente compacto.

Teorema de consistencia de Kolmogorov

El teorema de Kolmogorov muestra que la propiedad de c-aditividad de una
funciéon de probabilidad es consistente en el sentido de que si se asume como
védlida para el caso finito, entonces se puede extender al caso infinito.

Se puede enunciar de la manera siguiente:

Teorema 3 (Teorema de Kolmogorov). Sea I' un conjunto infinito y supongamos que
para cada subconjunto finito u de I', con n elementos, se tiene una funcion de distribucion
en n variables F, : R® — R de tal forma que si v y w son dos subconjuntos finitos de I’
tales que v C w, entonces la funcion de distribucion F, coincide con la distribucion marginal
que se obtiene de F), restringiéndola a las coordenadas en w. Entonces, existe un espacio
de probabilidad (2,3, P) y una familia de variables aleatorias reales {X; : t € I'} definidas
sobre Q) tal que si uw = {t1,...,t,} es cualquier subconjunto finito de I', entonces la funcion
de distribucion conjunta de X, ..., X,, es F,.

Obsérvese que, al inicio, no se tienen variables aleatorias ya que esto asumiria que se tiene
un espacio de probabilidad en el cual estan definidas y es precisamente ese espacio de pro-
babilidad el que se construye en la demostracién del teorema.

Por ejemplo, en el caso del proceso de Wiener, el cual modela el movimiento, en una dimen-
sién, de un grano de polen que se coloca sobre agua (movimiento browniano), lo que se tiene
de inicio es lo siguiente:

Imaginando que el grano de polen se mueve en un plano cartesiano infinito, considerando la
proyeccion del movimiento sobre uno de los ejes, digamos el horizontal, se tiene una particula
que se mueve sobre una linea recta, asi que, en cada tiempo ¢ > 0, la particula se encuentra
en una posicién que denotaremos por W;. Esta posicién es aleatoria ya que el movimiento
del grano de polen se debe a los choques que recibe de las moléculas de agua. Lo que se
busca entonces es un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir una familia de
variables aleatorias reales {W; : t € [0,00)} de tal manera que W, represente la posicién de
la particula en el tiempo t. Para esto, se parte de las propiedades que se observan en un
movimiento browniano, o mejor dicho, de propiedades que se aproximan a las observaciones.
Estas propiedades consisten en lo siguiente:

i. El grano de polen no se mueve a saltos, sino de una manera continua; asi que, cualquiera
que sea su movimiento, la funcién ¢t — W, es continua.
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ii. El punto de inicio del movimiento se toma como el origen de la linea recta sobre el cual
se mueve la particula. Asi que Wy = 0.

iii. El movimiento que sigue la particula a partir de su posicién en un tiempo t > 0, es
independiente de como haya sido en el intervalo [0,¢]. Asi que, Si t; < tp < -+ < t,
son numeros reales positivos, entonces las variables aleatorias Wi, — Wy, Wy, — Wy, ...,
W,, — W, _, son independientes.

iv. Si 0 < s < t, la distribucién de W, — W, es normal com pardmetros yt =0y 02 =t — s.

Sit; <ty < --- < t, son nimeros reales positivos, sabiendo que las variables aleatorias
Wy, —Wo, Wy, =Wy, ooy Wy, — Wy, | son independientes, podemos encontrar la funcién de
densidad conjunta de Wy, ,W,,, ..., W, considerando la transformacién ¢ : R® — R" dada
por:

Y =71+ a2+ -+ a2k, parak € {1,... n}.
cuya inversa, ¢, estd dada por:

T1 =M

Tp =Y — Yr_1, para k € {2,... n}.

En efecto, se tiene:

(th,...,th) =@ (Wt17Wt2 — th,...,Wt — th 1)

n

Asi que:
szl,...,th (3/17 R 7yn)
(¢(y17 cee ;yn)>

= ’J¢)(y17 A 7y7l)| thl,WQ*Wzl,...,thth

n—1

_ 1 1,2 1 2 1 2
—V/@m) () (tn—tn—1) exp {—g Y1 } exp {—m (Y2 = y1)"} - exp {—m (Yn = Yyn-1)"}

_ 1 11,2 1 2 1 2
o \/(271')”151(tz—tl)n-(tn—tn_l) €xp {_5 |:Hy1 + to—t1 (y2 - yl) +o Tt tn—tn—1 (y’ﬂ - yn—l) i| }

Algo similar se puede hacer cuando t; = 0.

En otras palabras, para cada subconjunto finito {¢;,ts,...,¢,} de nimeros reales no nega-

tivos, se tiene la funcién de densidad conjunta, y, por lo tanto, la funcién de distribucién
conjunta, de W, , Wy, ..., W,

n*

De lo que se trata entonces es de que, partiendo del conocimiento de esas distribuciones
conjuntas, se pueda construir un espacio de probabilidad en el cual se pueda definir toda la
familia de variables aleatorias {W; : t € [0,00)} de tal manera que para cada subconjunto
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finito de mimeros reales no negativos {t1,ts,...,t,} la funcién de distribucién conjunta de
Wi, Wiy, ..., Wy, sea la que se tenfa al inicio.

Regresando a la formulacién general del teorema de Kolmogorov, la idea de la demostracién
es la siguiente:

Para cada subconjunto finito de I', se tiene una funcién de distribucién finito dimensional,
de tal manera que se satisface la condicién de consistencia que se formula en el enunciado del
teorema. Se considera entonces el producto cartesiano de tantas copias de R como elementos
tenga I, es decir RY. Para cada subconjunto finito u de I' se expresa R!' como el producto
cartesiano R* x RI'~* y se genera, sobre R%, una medida de probabilidad a partir de la
distribucién finito dimensional correspondiente al conjunto u (es decir, se genera una medida
sobre los borelianos de R*). De lo que se trata entonces es de obtener una medida sobre R
juntando todas las medidas que se obtienen sobre los conjuntos R*, donde u corre sobre todos
los subconjuntos finitos de I'. Esto se logra definiendo primero una cuasi medida sobre el
algebra de subconjuntos de R formada por la familia de todos los conjuntos que pertenecen
a B (R*) x RI'~* para algin subconjunto finito u de T'. Después se aplica el teorema de
extension de Carathéodory para obtener una medida sobre la o-dlgebra generada por esa
dlgebra y los conjuntos de medida exterior cero.

Recordemos que si F es un conjunto cualquiera y A un dlgebra de subconjuntos de IF, una
quasi medida es una funcién no negativa u : A — R finitamente aditiva, o-subaditiva y tal

que £ (0) = 0.

Ademss, si F es un conjunto cualquiera, 4 un dlgebra de subconjuntos de Fy u: A —
R una funcién no negativa y finitamente aditiva, entonces las siguientes propiedades son
equivalentes:

i) p es o-subaditiva.
i1) u es o-aditiva.

ii1) Para cualquier sucesién creciente (A,,)
tiene p (U2, An) = im0 p(Ay).

iv) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene (o An) = im0 p(Ay).

2en de elementos de A tales que |J,~ | 4, € A, se

»ens de elementos de A tales que (-, A, € A,

v) Para cualquier sucesién decreciente (A,,)
se tiene lim,, ., 1(A4,) = 0.

nens de elementos de A tales que ()", A, = 0,

Finalmente, recordemos el teorema de extensién de Carathéodory:

Si F es un conjunto cualquiera, A un dlgebra de subconjuntos de F y p : A — R una quasi
medida, entonces existe una medida p : S +— R tal que pu(A) = py(A) para cualquier A € A,
donde § es una o-dlgebra que contiene a o(A) y a los conjuntos de medida exterior cero.



42

La medida p se construye definiendo primero una medida exterior definida sobre todos los
subconjuntos de F:

i (A) = inf {Ej po(A;) + A1, As, ... es cubierta de A}

Después se definen los conjuntos medibles como aquellos conjuntos £ C F para los cuales se
cumple la siguiente relacién:

pe(A) = (AN E) + p (AN E°)

para cualquier conjunto A C F.

La medida p(E) de un conjunto medible E se define entonces como la medida exterior de F.

Demostracién del teorema de Kolmogorov

Paso 1.
Denotemos por U a la familia de subconjuntos finitos de T'.
Sean Q = R = {f : I" — R}y, para cada u € U, R* = {f : u+— R}.

Por definicién, un elemento w € €2 es una funcién de I' en R, sin embargo podemos también
imaginar a w como un vector el cual tiene una coordenada para cada t € I.

Paso 2.

Sabemos que, para cada u € U, con n elementos, se tiene una funcién de distribucién en n
variables F}, : R* — R.

Esta funcién de distribucién F;,, genera una medida de probabilidad P, definida sobre los
conjuntos borelianos de R* tal que:

P, ((—oo,up| X -+ X (=00, up]) = Fy(uy, ..., uy,)
para cualquier (uq,...,u,) € R%
Paso 3.
Para cada v = {uy,...,u,} € U, denotemos por II, a la funcién I, : Q — R* definida por
II,(w) = (w(uy),...,w(uy,)) y, para pareja u,v € U tal que u C v, denotemos por II,, a la

funcién I1,, : RV +— R* definida por I1,, (f) = fu., donde f, : u — R es la restriccién de
frv—Rau.
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Obsérvese que 11, y I, son simplemente proyecciones sobre un espacio de menos coordenadas
al del dominio.

Paso 4.

Sabemos que si u,v € U y u C v, entonces la funcién de distribucién F;, coincide con la
distribucién marginal que se obtiene de F), restringiéndola a las coordenadas de u; es decir,
siu=A{uy,...,untyv=-_uy,...,u,v1,...,0,}, entonces:

Fu(uy, ..o un) = 0y, o) (o0,.00) Fo(Uty .oy Un, V1,0, Up)
Asi que:
P, ((—o0,uy] X «++ X (—00,up]) = P, ((—o0,u] X - X (—00,u,] X R X -+ x R)
Pero:
(—o0,up] X -+ X (—00,uy] X R X - x R=IT! (=00, uy] X +++ X (—00,uy)])
Por lo tanto:

Pu (=00, ua] X+ + X (=00, un]) = P, (I, (=00, ua] X -+ X (=00, un]))
Como los conjuntos de la forma (—oo,u;] X -+ X (—00,u,| generan la o—élgebra de Borel
en R*, se tiene entonces:

Py(By) = P, (I, (Bu))

U

para cualquier conjunto boreliano B, de R*.

Paso 5.

Para cada u € U, denotemos por B, a la o-dlgebra de los conjuntos borelianos de R" y
definamos:

goz{ngl(Bu)UEUyBuEBu}

Cada elemento de &y es un subconjunto de €2, es decir estd formado por vectores cada uno
de los cuales tiene una coordenada para cada t € I'; lo que caracteriza a esos vectores es
que restringiéndonos a las coordenadas que corresponden a los elementos de u, se obtiene un
elemento de B,. También puede pensarse I, (B,) como B, xR ~%; es decir, restringiéndonos
a las coordenadas correspondientes a u, II;;! (B,) es B,, mientras que restringiéndonos a las
coordenadas correspondientes a I' — u, es RF .
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Paso 6.
Demostremos que ¢ es un dlgebra de subconjuntos de €2:

Obviamente, 2 € Jg y si F € Sy entonces E¢ € Sy. Por otra parte, si £ =1I' (4,) € So y
F =11, (B,) € So, seaw =uUv, A, =11, (A,) y B, = II.,}(B,), entonces:

EUF =1I,' (A, U B,) € So.
Por lo tanto, g es un dlgebra de subconjuntos de €.

Paso 7.

Definamos P : g +— [0, 1] de la siguiente manera:

P (II;1 (Bu)) = Pu(Bu)

u

Observemos en primer lugar que P est4 bien definida. En efecto, supongamos que IT,* (B,,) =

1! (A,), entonces, definiendo w = u U v, se tiene:

Asi que:

Por lo tanto:

Paso 8.
Q =11, (R*) para cualquier u € U.

Asi que:

Paso 9.
Mostremos que P es finitamente aditiva:

En efecto, Si E = II;' (4,) y F = II;! (B,) son elementos de Sy, ajenos, sea w = u U v,
A, =1, (A,) y B, =1I,}(B,), entonces A, y B, son ajenos y EUF =1I,' (A, U B,),
asi que:



P(EUF)=P,(A,UB,) =P, (A,) + P, (By)
= P, (A,) + P, (B,) = P(E) + P(F)

Paso 10.

Mostremos ahora que P es o-subaditiva:

Para esto, basta con demostrar que si tenemos una sucesién decreciente (E;), _, de elementos

de S, tal que N2, E; = 0, entonces lim; .o, P (E;) = 0.

1€ND

Para cada i € N, seav; € U y A; € B,, tales que E; = H;l (A;), y definamos u; = U;-:1 v;
y B; =11, (4;). Entonces B; € B,,, E; = I} (B;) y la sucesién de conjuntos (u),cy €s
creciente.

Supongamos que ¢ = lim; o, P (E;) >0 .

Para cada i € N, P,, (B;) puede ser aproximada por medidas de compactos contenidos en
B;, en particular existe un subconjunto compacto de R", contenido en B;, tal que:

Sea F; = II! (K;).

Obviamente se tiene F; C E; para cualquier i € N, asi que si demostramos que ()2, F; # 0,
habremos demostrado que (;2, E; # 0, llegando asi a una contradiccion.

Para cada j € N definamos:
Hy=_, F;
Entonces:
H; C (L, Ei = E
Y se tiene:
P(B) = P (Hy) = P(5) = P (N Fr) = P (UL (B - 7))
<YL P(B —F) <Y P(Bi~F)=Y][P(E) - P(F)

= g:l [Puz (BZ) - Puz' (KZ)] < Zgzl 21'€+1 < %

Asi que:




46
Por lo tanto H; # () para cualquier j € N.

Para cada j € N, sea 219 € H;, entonces ) € F; = II,! (K;) para i € {1,...,;}. Por lo
tanto, 2¢) = I,.20) € K, parai € {1,...,j}.

(Obsérvese que, para cualesquiera i,j € N, mgfi) tiene como coordenadas las coordenadas de
21) que corresponden a los elementos de u;. Recordemos, ademds, que u; C uy C uz C -+ -)

Visto de otra manera, fijando 7 € N se tiene xiﬂ) € K; para cualquier j € {i,i+1,...}.

En particular, (:Effl)) es una sucesién en K, asf que tiene por lo menos una subsucesion
jEN

convergente (1:1(21(1’”» , donde se puede asumir que m 1) > 1.
jEN

mi. 4 ., , . .,
A su vez, <I£¢2 b )) es una sucesion en Ko, asi que tiene por lo menos una subsucesion
jEN
(m(2,5)) .
convergente (muz @) . donde se puede asumir que m 1) > 2.
je

Adems3s:

Hu2u1( (m(z,j))) — m1(21(2,j))

u2

z (m j ) z (m ] )
im0 @y 29 — im0 @y )

s . z (m j ) z (m j )
Ast que, si 2, =m0 Tu, 7y @y = Hmjog T, @77, entonces [y, (Tu,) = o, -

Continuando de la misma forma, obtenemos, para cada ¢ € N, una sucesién convergente

(m(ij)) : ’ (m(i,j)
(a:ui — K, de tal manera que, si &, = lim; o zv, ", entonces I, ,u, (Tuy,) = Tu, -
j

7

Hemos obtenido entonces una sucesién (x,,,) .en tal que z,, € K; para cualquier 7 € N y si
1,7 € N, con ¢ < j, entonces Hujui(Iuj) =T,

P

Definamos la funcién y : Ui, u; — R de la siguiente manera:
y(t) =@y, (t) sit €y,

Denotando, para cada j € N, por I1®) a la proyeccién de R¥=1" sobre R%, este elemento
y € RY=1% | asi definido, tiene la siguiente propiedad:

) (y) = z,, € K
Para tener definido un punto en ();°, F; tnicamente resta completar y definiendo arbitraria-

mente las coordenadas que corresponden a I' — U5°,u;; por ejemplo definamos wy € €2 de la
siguiente manera:



47

Cfoy(t) siteuR
wo(t) = { 0 en otro caso

Entonces II,,(wy) = x,, € K; para cualquier i € N, asi que wy € II;' (K;) = F; para
cualquier ¢ € N, es decir:

wo € N2y £
Asi que (2, F; # 0, lo cual establece la contradiccién mencionada.

Por lo tanto lim; .., P (E;) = 0, asi que P es o-subaditiva.

De acuerdo con el teorema de extensiéon de Carathéodory, existe una tnica medida de pro-
babilidad P definida sobre I = o () tal que P (I, ' (B,)) = P, (B,) para cualquier u € U
y B, € B,.

Para t € T, sea X; : Q +— R definida por X;(w) = w(t).
Entonces:

(X; <zx] = H{_é ((—o0,z]) € o
para cualquier t € 'y z € R.

Asi que X; es $-medible para cualquier ¢t € T'.

Ademds, para cualquier u = {t1,...,t,} € Uy (z1,...,2,) € R% se tiene:
P[Xy <o, Xy, S @) = P (I ((—00, ] X -+ X (=00, 7))

= P, ((—00,x1] X -+ X (—00,2,]) = Fu(z1,...,2,).

Asi que F), es la funcién de distribucién conjunta de Xy, ..., Xy, .



